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RESUMO

MACIEL, Mauricio de Souza. Titulo do trabalho: Andlise do comportamento dinimico de
dois vagodes acoplados passando sobre uma ponte. 2019. 42 f. Trabalho de Conclusdo de Curso
— Centro Federal de Educagdo Tecnoldgica Celso Suckow da Fonseca. Rio de Janeiro. Rio de

Janeiro, 2019.

O objetivo deste projeto € analisar o comportamento dindmico de um modelo de ponte quando
submetido a passagem de dois vagdes acoplados, e as respostas dessa interagdo no veiculo em
questdo, afim de verificar os deslocamentos e as reacdes obtidas na estrutura do veiculo
modelado. A metodologia para a resolu¢do do problema proposto foi puramente numérica,
sendo feitas simulagdes com o auxilio do software compilador MatLab. Rotinas foram criadas
para a implementagdo dos algoritmos desenvolvidos no corpo do trabalho. Por fim, foram feitas

andlises quanto aos resultados obtidos, disponibilizados em gréficos.

PALAVRAS-CHAVE: Acoplamento de vagdes, vagdes, vibragdes em pontes.
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ABSTRACT

MACIEL, Mauricio de Souza. Dynamic behavior analysis of two coupled wagons passing
over a bridge. 2019. 42 f. Trabalho de Conclusdo de Curso - Federal Center of Technological

Education — Rio de Janeiro. Rio de Janeiro, 2019.

The objective of this project is to analyze the dinamic behaviour of a bridge model when
submitted to the passage of two coupled wagons, and the responses to this interaction in the
vehicle in question, in order to verify the displacements and the reactions obtained in the
structure of the modeled vehicle. The methodology for solving the proposed problem was
purely numerical, and simulations were made with the aid of the MatLab compiler software.
Routines were created for the implementation of algorithms developed in the body of work.

Finally, analyzes were made regarding the results obtained, made available in graphs.

Keywords: Vibration in bridges, wagons, wagon-coupling.
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Capitulo 1

Introducao

O advento da ciéncia moderna possibilitou ao homem novas solucdes frente aos grandes
problemas enfrentados em tempos antigos. A logistica de transporte de pessoas e cargas era
muito limitada, uma vez que era dispendiosa em termos de tempo e energia. Em muitos casos,
nos veiculos terrestres a forga utilizada era de tracdo animal. E esta conjuntura tornava escasso
o leque de op¢des disponiveis para o transporte: tudo levava bastante tempo. E nos locais onde
ndo era possivel utilizar a tracdo animal, fazia-se necessario o emprego de for¢ca manual para
movimentacdo da carga e de passageiros.

A invencao dos motores a vapor no século XIX possibilitou o desenvolvimento de novas
formas de transporte. Com o crescente volume de mercadorias produzidas durante a primeira
revolucdo industrial, inovacdes se faziam necessdrias para carregar grandes volumes de carga.
O uso de matéria-prima aumentava a medida que as metas de producdo cresciam, portanto era
preciso transportar toneladas de material para as fabricas. Posteriormente, depois do processo
de manufatura, os produtos precisavam chegar aos seus respectivos destinos. No ambito dos
transportes terrestres, a principal e economicamente mais vidvel forma de movimentar grandes
volumes de cargas e/ou passageiros € através de ferrovias.

No ano de 1804, a primeira locomotiva movida a vapor foi desenvolvida pelo
engenheiro britanico Richard Trevitick. Transportando mais de 10 toneladas de ferro e uma
tripulagdo de 70 homens, a composi¢do com um vagao trator € cinco outros vagoes extras
percorreu 9 milhas em aproximadamente duas horas, entre uma siderurgica localizada em
Merthyr Tydfil, no Pais de Gales, até Abercynnon Valley.

Novas tecnologias foram desenvolvidas nas posteriores revolucdes tecnoldgicas.
Passando por motores a combustao interna utilizando 6leo combustivel até as mais modernas
formas de garantir a propulsdo dos veiculos, como os trens de levitacdo magnética, também
conhecidos como “trens-bala”, as ferrovias mostram-se uma efetiva forma de transporte no
tangente a custo-beneficio. Paises como Alemanha e Japdo sdo lideres na pesquisa e
desenvolvimento de tais tecnologias.

Independente da forma de tecnologia empregada na propulsao dos veiculos, as ferrovias
tém como objetivo principal ligar dois destinos, um de partida e um de chegada. O emprego de
pontes € uma das principais alternativas quanto € necessario fazer a ligacdo entre dois pontos

quaisquer do trajeto que tenham entre si um obsticulo natural ou artificial. Por exemplo, pontes



sao empregadas quando se objetiva fazer a conexdo entre dois pontos separados por um curso
de dgua, quando se deseja superar trajetos acidentados e irregulares, trajetos montanhosos, fazer
retornos ou mesmo quando € necessario construir um viaduto sobre o proprio percurso, dentre
outras formas de utilizacdo deste artificio da engenharia. O foco de estudo deste trabalho de
conclusdo de curso € analisar dinamicamente a interacdo de dois vagdes acoplados passando

por uma ponte.

1.1 Motivacao

A circulacdo do fluxo de matéria-prima, produtos e pessoas ainda € um problema
enfrentado atualmente no Brasil. Depois de vultuosos investimentos em governos anteriores na
malha rodovidria do pais, principalmente entre as décadas de 1960 e 1970, agora o pais se vé
na situagao de superar esse limitante fator logistico. O chamado “custo Brasil” tem como uma
de suas causas justamente este fator: 0 aumento tempo de entrega, bem como aumento do custo
operacional dos bens e servigos, por conta de problemas de conservacdo da malha rodovidria,
que € a principal forma de escoamento de materiais, produtos e pessoas dentro do territério
nacional.

Com vistas a solucionar esses problemas, os governos anteriores € o atual governo vém
investindo na construcdo de novas ferrovias, bem como trabalha para realizar a concessao de
trechos ja existentes.

Desta maneira, é necessdrio que o pais possua capacidade técnica disponivel para
planejar, projetar e garantir em funcionamento sua malha ferrovidria.

A motivacdo deste trabalho € compreender as interacdes ocorrentes dindmicas que
ocorrem no sistema “vagodes-ponte”, e consolidar uma base tedrica ja existente de conhecimento

que podera ser aplicada em estudos posteriores de sistemas mais sofisticados.

1.2 Justificativa

Tao importante quanto garantir um escoamento eficiente e eficaz de matéria, produtos
e pessoas, ¢ garantir que tudo isso ocorra em seguranca. E necessdrio compreender os
fendmenos fisicos envolvidos no transporte de carga e passageiros e prever possiveis situacoes.
Este estudo visa compreender o que acontece durante a passagem de vagdes sobre uma ponte,

e como a interag¢do dindmica entre a ponte e as cargas envolvidas no sistema afeta a composicao,



uma vez que a seguranca da tripulacdo e dos demais passageiros € de fundamental importincia.
Além disso, € preciso compreender como o veiculo se comporta durante o experimento
simulado numericamente e qual € a influéncia do comportamento da ponte sobre o veiculo.
Para uma compreensdo geral que poderd ser aplicada em outros sistemas proximos a
realidade, ou mesmo em sistemas mais complexos, serdo utilizados modelos ficticios de veiculo
e de ponte, que serdo referenciados e descritos nos capitulos posteriores.
Serdo utilizados modelos de meio veiculo, com seis graus de liberdade cada um. A ponte

foi modelada com 12 graus de liberdade.

1.3 Objetivos

Os principais objetivos deste trabalho sdo:

= Analisar as condi¢Oes de rodagem de um tnico vagdo trator passando por um
obstaculo (quebra-molas), para checagem e verificacdo do modelo proposto.

= A partir da validacdo do modelo de vagdo tinico, modelar um novo sistema de
veiculo, composto por vagao trator acoplado a outro vagao rebocado, sendo
checado e verificado também através de passagem pelo mesmo obsticulo ja
citado.

= Por fim, simular numericamente a passagem do sistema mais complexo
sugerido, composto de dois vagdes acoplados passando sobre a estrutura da
ponte. A partir de tal simulagdo, serd possivel descrever o comportamento de
caracteristicas importantes de todo o conjunto, como o deslocamento de centro
de massa dos trucks e dos vagdes, valores de aceleracdes lineares e angulares
desenvolvidas, por conseguinte, as forcas atuantes no sistema em qualquer

ponto da simulagdo, dentre outros quesitos passiveis de analise.

1.4 Metodologia e trabalho realizado

O trabalho realizado foi realizado através de uma abordagem metodoldgica feita de
forma numérica — isto €, os sistemas propostos sdo descritos fisicamente, sendo posteriormente
equacionados e organizados em algoritmos, afim de, depois de compilar tais algoritmos em

software proprio para isto, afim de obter os resultados referentes equacionamento de forma



puramente simulada. O trabalho realizado foi realizado ao longo das disciplinas de “Projeto

Final 1” e “Projeto Final 2”, do Departamento de Engenharia Mecanica do CEFET/RJ.

1.5 Organizacao do trabalho

O trabalho divide-se em cinco capitulos principais, seguidos pelas referéncias
bibliograficas utilizadas como fonte de pesquisa, e por uma secdo de apéndices, onde se
encontra a implementacdo numérica em software compilador, MatLab, da modelagem feita
referente as diferentes configuragdes de sistema propostas durante o projeto.

No capitulo de introducdo, é destacada a importancia do trabalho como um estudo
simplificado de um complexo sistema, para a forma¢ao de um conhecimento que doravante sera
necessdrio para a compreensio de sistemas mais sofisticados. E digno de nota que, apesar das
simplificacdes sugeridas nos sistemas propostos, € até mesmo o fato de estar limitado pela
capacidade de processamento do software compilador, este projeto tem como foco de estudo
um sistema complexo de vibracdes mecanicas, com um ou mais veiculos com duas suspensdes
—uma inferior, representada pelos trucks dianteiro e traseiro, respectivamente, € uma suspensao
superior, entre os frucks e a estrutura do vagao.

No capitulo 2 se encontra o referencial tedrico necessario para a compreensdao do
desenvolvimento numérico proposto.

No capitulo 3 se pode ver a caracteriza¢ido dos modelos vagao simples/vagao trator com
outro vagdo acoplado, além da caracterizacdo numérica do obsticulo a ser superado. Ainda
neste capitulo, encontra-se também a modelagem da ponte.

No capitulo 4 se encontram o0s equacionamentos necessdrios para compilacdo dos
modelos de vagdo simples/vagdes acoplados passando pela ponte, bem como os graficos
referentes aos resultados obtidos na compilacdo dos algoritmos propostos para cada modelo
sugerido. Tais algoritmos podem ser encontrados nos anexos deste trabalho.

O ultimo capitulo principal deste trabalho € o capitulo 5, que € compreendido pelas
consideracdes finais feitas de acordo com a andlise dos resultados obtidos nos capitulos

anteriores.



Capitulo 2

Referencial Teérico

O objetivo deste capitulo é fomentar uma bagagem tedrica necessdria para a
compreensdo dos fendmenos fisicos de vibracdes envolvidos na proposta do presente estudo.
Serdo abordados os temas de vibragdes mecanicas, graus de liberdade de um sistema, excitacao

de base, e uma breve secdo sobre o estudo de pontes.

2.1 Vibracoes mecanicas

Todo movimento que se repete apos um determinado intervalo de tempo conhecido em
torno de um ponto de referéncia € denominado vibrag@o ou oscilagdo. A quantidade de vezes
que as oscilagdes ocorrem dentro deste intervalo é denominada frequéncia, e sua unidade padrao
¢ Hertz (Hz). De forma genérica, as vibragcdes mecanicas estdo associadas a tré€s principais

elementos constitutivos, destacados na Figura 1:

Mola Amortecedor Massa
¥
—i
W .
L T FIT Tl
A1 X xq X5
F=k(x; —xp) F=b (¥, - %) F=m#

Figura 1: Principais elementos constitutivos de um sistema vibratério.

e Flemento de massa, ou inércia, constituindo um meio de armazenamento de
energia;
e FElemento para armazenamento de energia cinética, geralmente representado por

uma mola eldstica;



e Flemento para representar perda gradual de perda de energia no sistema,

usualmente simbolizado como amortecedor.

A vibracdo de um determinado sistema estd diretamente ligada ao processo alternado de
transformacdo potencial armazenada em energia cinética, e vice-versa. Os sistemas amortecidos
apresentam uma queda gradual na quantidade de energia armazenada, sendo necessdria uma
forca externa para que se mantenha em regime vibratdrio permanente.

Existem duas formas de vibragdo: as vibragdes livres e as vibracdes forcadas. As
vibragdes livres acontecem quando determinado sistema mecanico é abandonado em uma
posicio aleatéria e deixado para vibrar liviemente. E mantido em movimento unicamente pelas
forcas restauradoras internas do sistema, sem a acdo de forcas externas. Por outro lado, as
vibracdes forcadas ocorrem quando existe alguma influéncia externa no sistema no dominio do
tempo. Pode ser, dentre outras formas, a aplicacdo de uma forca ou de um momento aplicado
em um ponto especifico do sistema mecanico.

Para a descrever o comportamento do sistema, e, por conseguinte, a posi¢ao de qualquer
elemento do sistema dentro do dominio do tempo, € utilizada a equagio referente a segunda Lei
de Newton. E utilizada também a equagio para o somatério de momentos lineares aplicados
sobre o corpo em estudo. Ambas as equagOes estdo descritas nas Equacdes 2.1 e 2.2,
respectivamente:

YF=ma (2.1)
YMo =16 (2.2)

Sao feitos os desenhos de corpo-livre (DCLs) de cada elemento inercial do sistema, € as
equagdes acima sao utilizadas de acordo com os graus de liberdade que o sistema apresenta. As

varidveis descritas acima representam:

YF Somatério de forgas atuantes sobre o corpo
m Massa do corpo
a Aceleragdo linear resultante
Mo Somatério dos momentos aplicados sobre o corpo
I Momento de inércia de massa do corpo
2] Aceleragdo angular resultante

Tabela 1: Varidveis referentes as equagdes utilizadas para descrever o movimento dos corpos



2.2 Graus de liberdade de um sistema

De acordo com RAO (2009), o nimero minimo de coordenadas independentes
requeridas para determinar completamente todas as posicdes de um sistema a qualquer instante
define o grau de liberdade do sistema. Aplicando este conceito ao objeto de estudo deste
trabalho, os graus de liberdade se apresentam na forma de deslocamentos ou de angulo de
rotacdo, ambos medidos em relagdo a um referencial fixo pré-estabelecido.

Deste modo, a quantidade total de deslocamentos e adngulos de rotacdo (ambos em
relacdo a um referencial fixo) necessdrios para descrever o comportamento do sistema mecanico
define a quantidade total de graus de liberdade. Os sistemas propostos neste trabalho possuem
seis graus de liberdade para o vagdo simples, sendo trés deslocamentos e trés angulos; doze
graus de liberdade para dois vagdes acoplados, sendo trés deslocamentos e trés angulos para
cada vagao; doze graus de liberdade para a ponte, sendo seis deslocamentos e seis angulos. A
quantidade de graus de liberdade para o acoplamento de sistemas (vagdo tUnico e ponte, ou
vagoes acoplados e ponte) € representado pela soma direta dos graus de liberdade individuais
de cada componente do sistema. Desta maneira, por exemplo, serdo analisados vinte e quatro

graus de liberdade para o sistema dois vagdes/ponte.

2.3 Movimento de base

Um importante ponto para a compreensdo dos sistemas mecanicos propostos neste
trabalho é o movimento de base. Dentre os problemas envolvendo varidveis de entrada na forma
de deslocamentos, os problemas envolvendo movimento de base se caracterizam por um
movimento linear do corpo sobre uma superficie ndo constante. A superficie € caracterizada

por uma fungdo conhecida, y(t).

1 x®

y(t)

Figura 2: Exemplo de um sistema massa-mola simples apresentando movimento de base.



2.4 Pontes

O primeiro registro de estudos na 4rea de pontes e viadutos submetidos a cargas méveis
foi feito por WILLIS (1849), que deduziu a equagcdo de movimento onde uma viga
simplesmente apoiada, flexivel e de massa desprezivel era submetida a passagem de uma massa
com velocidade constante.

Os modelos matemdticos atuais para o estudo envolvendo cargas moveis sendo
deslocadas sobre pontes ou viadutos utilizam a técnica de elementos finitos, onde forcas
conhecidas, podendo ser constantes ou ndo, atravessam a estrutura do modelo da estrutura, que
€ caracterizada como n elementos sequenciais. A interacdo entre as cargas aplicadas e os
elementos da estrutura sdo calculadas por meio de algoritmos, que calculam a posicao de cada
forca sobre a estrutura durante o dominio do tempo, e desta maneira, é possivel obter solucao
para os deslocamentos provocados pelas cargas sobre a estrutura, bem como a resposta das

solicitacOes impostas pela estrutura sobre a propria carga mével.



Capitulo 3

Modelagem numérica do sistema

Neste capitulo, os modelos fisicos de veiculos e estrutura serdo descritos, além de serem

caracterizados numericamente por meio da Equacdo 2.1 e Equacdo 2.2, respectivamente.

3.1 Modelo de vagao tinico

O modelo estudado possui seis graus de liberdade. Trés destes graus sdo referentes aos
deslocamentos dos frucks dianteiro e traseiro, respectivamente, bem como o deslocamento do
centro de massa do vagao. Os outros trés graus de liberdade sdo referentes aos deslocamentos
angulares, isto €, os angulos de rotacao dos corpos em relagdo ao referencial no eixo horizontal.

O veiculo é composto por duas suspensodes, sendo denominadas suspensdo primaria e
suspensdo secunddria. Para efeito de simplificacdo de modelo, a abordagem do problema
proposto foi feita de modo a ndo incluir o efeito do contato entre as rodas e o solo, ou seja, as
rodas sdo indeformdaveis e ndo absorvem energia elasticamente, nem dissipam energia por
amortecimento. Desta forma, o contato do veiculo do veiculo com o solo € representado

diretamente através da suspensao principal, que € composta por uma mola de constante eldstica
kp e um amortecedor, com constante de amortecimento bp.

Os trucks estao posicionados logo acima da suspensdo principal, tendo seus valores de
massa m; € momento de inércia de massa I;. O veiculo conta ainda com uma suspensao
secunddria entre o truck e o vagdo, com constante eldstica de mola kg e constante de
amortecimento by. Por fim, o vagio é descrito com seu valor de massa m,, e momento de inércia
de massa I,,. Os valores de cada constante referente aos parametros fisicos do vagao podem ser
encontrados na tabela 2, adaptados de OLIVEIRA (2016) para o caso de meio veiculo. A

representacao esquematica do vagao estd descrita na Figura 3.



G
Zy [}Eﬁ K. b. %}
2 = Mye, Iyt
Ky, b, Kp,by

M, Itq
Kp,bp

Figura 3: Modelo de vagio.

Onde:
z, = Deslocamento do centro de massa do vagao;
Z, = Deslocamento do truck traseiro;

z3= Deslocamento do truck dianteiro;

6,= Angulo de rotagdo do centro de massa do vagdo com relacio ao plano horizontal;

6,= Angulo de rotagio do truck traseiro com relacdo ao plano horizontal;

;= Angulo de rotagdo do fruck dianteiro com relagdo ao plano horizontal;

10

secunddria (by)

Grandeza Valor Unidade
Massa do vagdo (m,,) 24560 kg
Momento de inércia do vagao (I,) 1004475 kg.m?
Massa do truck dianteiro (m,) 5500 kg
Massa do truck traseiro (mg;) 5500 kg
Momento de inércia do truck dianteiro (I;4) 10400 kg.m?
Momento de inércia do truck traseiro (Iy;) 10400 kg.m?
Constante de mola da suspensdo primdria (k) 1637275 N/m
Constante de mola da suspensao secundaria (k) 875665 N/m
Constante de amortecimento da suspensao 32745,5 (N.s)/m
primdria (by,)
Constante de amortecimento da suspensao 17513,1 (N.s)/m

Tabela 2: ParAmetros geométricos referentes ao modelo de vagdo. Adaptado de OLIVEIRA (2016).



11

Os parametros geométricos referentes aos vagoes estdo listados abaixo na Tabela 3.

Grandeza Valor Unidade
Comprimento entre-eixos do vagao (2d) 15 m
Distancia entre o centro das rodas de cada truck (2a) 3 m

Tabela 3: Parametros geométricos referentes ao modelo de vagdo. Adaptado de OLIVEIRA (2016).

O método convencionado neste trabalho para equacionamento do modelo de vagao foi:
e Molas e amortecedores das suspensdes sob efeito de tragao;
e Deslocamentos positivos para cima no €ixo Z;

e Momentos lineares positivos no sentido anti-horario.

Desta maneira, o diagrama de corpo-livre para o vagao, estd representado na Figura 4.

My.8 Fysz | Fbs2
o
stl Fbsl

Figura 4: Diagrama de corpo-livre do vagdo.

As forgas representadas na Figura 4 estdo descritas nas equagdes abaixo:

Frs1 = ks(zy — d6; — z,) (3.1)
Fys1 = bg(2; — dB; — 2,) (3.2)
Frsy = k(21 + d0; — z3) (3.3)
Fpsp = bs(2, + dB; — 23) (3.4)

Onde:

Fy.s1=Forca na mola traseira da suspensdo secunddria;

Fy.s,=Forca na mola dianteira da suspensdo secunddria;

Fy,s1=Forca no amortecedor traseiro da suspensdo secunddria;
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Fy,s,=Forca no amortecedor dianteiro da suspensao secundaria;

Segue na Equacao 3.5 a aplicag¢do da segunda lei de Newton para as forcas indicadas no
DCL do vagao:
LE, =mZ; (T+)
mZy + 2y (2bs) + 2, (=bs) + Z3 (=bs) + z1(2ks) + z5(—ks) + z3(—k) +
6, (—2ksd) = —m,g (3.5)

Aplicando a Equacao 2.2 para o DCL do vagdo, obtém-se na Equagdo 3.6 o somatdrio

de momentos aplicados sobre o vagao:

IM, = 1,6,
Ivél + ZZ (bsd) + Z.3 (_bsd) + 01(2b5d2) + Zz(ksd) + Z3(_ksd) +
0,(2kyd?) =0 (3.6)

O diagrama de corpo-livre do truck traseiro esta representado a seguir, na Figura 5.

F F
F F stl Fbsl kp2 e
kp1 bp1

M-8

Figura 5: Diagrama de corpo-livre do truck traseiro.

As forgas Fygq € Fpgq estdo representadas na Equagdo 3.1 e 3.2, respectivamente. As

demais forcas estdo representadas na Figura 5 estdo descritas nas equacdes abaixo:

Fypr = kp(ZZ —ab, — }’p1) 3.7)

Fppr = bp(ZZ —ab, — }7p1) (3.8)



13

Fipz = ks(z; + a8, — yp2) (3.9)
Fypp2 = bs(Z, + af, — Vp2) (3.10)

Onde:

Fyp1=Forg¢a na mola traseira da suspensao primdria traseira;
Fypz=For¢a na mola dianteira da suspenséo primadria traseira,
Fyp1=Forg¢a no amortecedor traseiro da suspensdo primadria traseira;

Fpp2=For¢a no amortecedor dianteiro da suspensdo primdria traseira;

Semelhantemente ao vagdo, aplicando a equacgdo referente a segunda lei de Newton,
obtém-se, na Equacdo 3.11:
LE, =miZ, (T +)
mZ, + 21 (—=bs) + 2z, (2b, + bg) + 60,(bsd) + z;(—ks) + z,(2k, + ks) +
01(ksd) = —myeg + ky Yp1 + kp Yp2 + by Yp1 +Vp2 (3.11)

Aplicando a Equacdo 2.2 para o DCL do fruck traseiro, obtém-se na Equacdo 3.12 o

somatério de momentos aplicados sobre o vagao:

IM, = 1,6,
1,6, + éz(praz) + 02(2kpa2) = —k, yp1a +k, ypa -
b, yp1a + b, ypaa (3.12)

O diagrama de corpo-livre do truck traseiro esta representado a seguir, na Figura 5.

O diagrama de corpo-livre do truck dianteiro estd representado a seguir, na Figura 6.
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5 F
kp3 bp3

M-8

Figura 6: Diagrama de corpo-livre do truck dianteiro.

As forcas Fyg, € Fp, estdo representadas na Equacdo 3.3 e 3.4, respectivamente. As

demais forcas representadas na Figura 6 estdo descritas nas equacdes abaixo:

Frps = kp(Z3 —ab; — Yps) (3.13)
Fpp1 = bp(23 - aé3 - 5’p3) (3.14)
Fipz = ks(z3 + ab3 — yp,4) (3.15)
Fopa = bs(Z3 + afs — V,4) (3.16)

Onde:

Fyp1=Forg¢a na mola traseira da suspensao primdria dianteira;
Fypz=For¢a na mola dianteira da suspenséo primdria dianteira;
Fyp1=Forg¢a no amortecedor traseiro da suspensdo primdria dianteira;

Fypz=Forg¢a no amortecedor dianteiro da suspensdo priméria dianteira;

Seguindo o mesmo procedimento de aplicacao da segunda lei de Newton, segue a
Equacdo 3.17:
JE, =miz (T +)
mZs + 2y (—=bs) + z3 (2b, + bs) + 6, (=bsd) + z;(—ks) + z,(2k, + k) +

01(—ksd) = —myg + kp Vp3 + kp Vp3 t+ bp Vpa +YVpa (3.17)
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Aplicando a Equacgdo 2.2 para o DCL do fruck dianteiro, obtém-se na Equacgdo 3.18 o
somatério de momentos aplicados sobre o vagao:
IM, = 1,0,
Ia0s + 05(2b,a?) + 05(2k,a®) = —k, ypza + ky ypsa -
by Ypaa + by ypsa (3.18)
Com as equagdes descritas, € possivel escrever matricialmente o sistema na forma

mostrada abaixo, na Equacdo 3.19:

Z 21 A
Z3 Zy Zy
Z3 Z3 Z3
[M] 6, + [B] 6, + [K] 6, |= F(t) (3.19)
éz 0.2 02
0, A 05
Onde:
m, O 0 0 0 07
0 mg O 0 0 O
_lo o ma 0 0 O
[M] = ) ) 0 I, 0 O (3.20)
0 0 0 0 Iy O
Lo 0o 0 o0 0 I@a
-st _bs _bS 0 0 0
—bs 2b, + bs 0 bsd 0 0
0 bed —bsd  2bsd®> O 0
0 0 0 0 2ba® 0
L 0 0 0 0 0  2bpa’
_st _ks _kS 0 O 0
—ks 2k, + kg 0 ked 0 0
0 kgd —ked  2ksd? O 0
0 0 0 0o 2kpa® 0
2k, a?
L 0 0 0 0 0 p“ |
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[ —-myyg
Mg +kp ypl + kp }’pz + bp ypl +5’p2
—myg + k + k + by Vps +
F(t) _ tdd p yp3 Op yp3 D yp4 yp4 (3.23)
—kp Yyp1a + kp yp2a — by ypia + by ypaa
| —kp Yp3a + kp Yp3a — by Ypaa + by Ypaa

3.1.1 Teste do modelo

Esse modelo matematico serd testado utilizando um obstidculo do tipo lombada. A
resolucao N° 39/98 do CONTRAN estabelece dois padrdes possiveis de ondulacdo transversal
(quebra-molas), dos quais foi escolhido o segundo modelo do tipo II para este trabalho.
Portanto, apresenta altura de 0,1m e comprimento total de 3,70m. A funcdo y(t) que descreve a

forma da lombada estd mostrada abaixo na Equagdo 3.24:
Yy = %(1 — cos wt) (3.24)

Onde:
Vo = Altura méxima da lombada;
w = Frequéncia de excitacido associada a velocidade do veiculo, sendo seu calculo

mostrado na Equacdo 3.25.

__ 2md

w = (3.25)

d = Comprimento da lombada;

v = Velocidade do veiculo.

Para efetuar a implementacgao destas equagdes no MatLab, afim de obter a solu¢do com

os deslocamentos e angulos de rotagdes dos corpos, € feita a seguinte manipulacdo matematica:
[X] = V]
[M1[V] + [BIIV] + [K[X] = [Fe]
[V] = =M1 [BIIV] = [MIM[K]IX] + [M] 7 [F]

Gerando a matriz:
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[)15] - [—I\EIO‘]lK _AEII—]IB] [)[5] + [1\50—]1] Fe (3.26)

Sendo:
[0]: Matriz 6x6 composta por zeros.

[I]: Matriz identidade 6x6.

O software compilador executou o algoritmo proposto para a resolu¢dao do problema em
1.387236 segundos, de acordo com o comando “fic toc”, incluido no préprio algoritmo. Os
deslocamentos dos trucks dianteiro e traseiro, bem como do centro de massa do vagdo podem

ser encontrados a seguir, na Figura 7, Figura 8 e Figura 9, respectivamente:

deslocamento do truck dianteiro

001 1 1
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Deslocamento (m)
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Figura 7: Deslocamento do truck dianteiro do vagéo ao passar por uma lombada.



Deslocamento do truck traseiro
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Figura 8: Deslocamento do fruck traseiro do vagdo ao passar por uma lombada.

Deslocamento do centro de massa do vaga
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Figura 9: Deslocamento do centro de massa do vagdo ao passar por uma lombada.

As figuras mostram o comportamento do veiculo quando liberado do estado de repouso

e solto. Inicialmente, sofrendo a acdo do préprio peso, vibra até atingir o equilibrio dinamico,

que posteriormente € perturbado pela acdo do movimento de base, gerado, pela passagem sobre

a lombada. Apds algum tempo, € novamente reestabelecido o equilibrio dindmico do sistema.
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z

Na Figura 7, o gréfico apresenta a oscilacio quando € solto do estado original de
repouso, e entra em estado de equilibrio estdtico com relag@o ao plano horizontal. Apds alguns
segundos, o gréfico apresenta dois grandes picos, que representam a passagem das rodas do
truck dianteiro pelo obstdculo. Semelhantemente, na Figura 8, o gréfico apresenta 0 mesmo
padrdo, apresentando o estado de equilibrio estético, e apds isso a perturbacdo gerada por conta
da passagem das rodas traseiras sobre a lombada. A Figura 9 nos mostra o padrdo referido
anteriormente para o centro de massa do vagao, onde, depois te ter atingido o equilibrio estético,
os quatro pontos de maximo locais mostrados representam a passagem de cada uma das rodas

pela lombada.

3.2 Acoplamento de dois vagoes

Os modelos de vagdes para o acoplamento de ambos sdo semelhantes ao modelo
proposto no topico 3.1. Os parametros fisicos e geométricos sdo os mesmos, a excec¢ao de duas
diferencas. O ponto de acoplamento foi simulado neste trabalho como uma mola de alta rigidez
sob efeito de compressdo, de forma a sofrer passivamente os efeitos da movimentacdo do
veiculo. Como o objetivo deste trabalho ndo tem como foco o estudo em especifico do
acoplamento, seu valor de constante eldstica de mola foi arbitrado de modo a garantir que seu
deslocamento sofrido fosse tdo menor quanto fosse possivel, pois quanto menor o deslocamento
apresentado, menor seria a compressao sofrida caso a mola idealizada fosse realmente um ponto

de acoplamento projetado. Apés simulagdes, foi escolhido o valor de K¢, = 5 x 107 N/m. Por

conta do ponto de acoplamento do vagao, € necessdrio incluir uma nova constante, x, = 2,5 m,
que representa a distancia entre o fruck traseiro do primeiro vagao e o ponto de acoplamento,
bem como a distancia entre o préprio ponto de acoplamento e o fruck dianteiro do segundo
vagdo. Com o sentido da velocidade da composicao indicado, a representagio esquemadtica esta

feita a seguir, na Figura 10.
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Kacp
mvl Iv mw Iu

Mea,lta
Kp by K

Meq, Ita
Ky by

2x,
Figura 10: Modelo com vagdes acoplados.

Os diagramas de corpo-livre para os trucks dianteiro e traseiro de ambos os vagdes
permanecem os mesmos. Os diagramas de corpo-livre para os vagdes dianteiro e traseiro sofrem
modificagdo por conta da for¢a atuante na mola de constante K, € estdo demonstrados abaixo,

na Figura 11 e Figura 12, respectivamente.

Fa stl

cp Fps1

2d

Figura 11: Diagrama de corpo-livre do vagao dianteiro, para o sistema de vagdes acoplados.

F acp

my.g Frso Fps2

stl

Figura 12: Diagrama de corpo-livre do vagao traseiro, para o sistema de vagdes acoplados.
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O método de equacionamento foi o mesmo utilizado no tépico 3.1 deste trabalho. As
matrizes M, B e K, necessdrias para a resolucdo proposto na Equagdo 3.19 se mantém
inalteradas e permanecem as mesmas para ambos os vagodes, descritas respectivamente nas
Equacdes 3.20, 3.21 e 3.22. A diferenca estd nas matrizes de forcamento. Para o vagdo dianteiro,
sua matriz F; (t) é:

[ -myg — E acp
—Myedg + kp Yp1 + kp YVp2 + bp ypl + bprz

—Mag + kp Yp3 + kp Ypa + bp YpB +bpyp4
Facp(d + xe)

—ky yp1a + ky ypaa — by yp1a + by ypoa
| —kp Yp3a + kpYp3a — by Ypaa + by ypsa |

F(t) = (3.27)

A Equacgdo 3.28 mostra a matriz coluna F,(t), para o forcamento do vagéo traseiro:

[ -mypg + Facp
—Myg + kp YVps + kp YVpe + bp 5’p5 + bpypG
—Miag + kp Yp7 + kp YVps + bp yp7 +bpyp8
Facp(d + x.)
—ky, Ypsa + kyp Ypea — by ypsa + by, Ypea
| —kp Yp7a + kpYpga — by Yp7a + by ypga |

Fy(t) = (3.28)

A forga Fyp, citada nos equacionamentos anteriores € descrita a seguir, na Equagao 3.29:

Facp = Kacp {[Zld - (d + xe)eld] - [th + (d + xe)glt]} (3-29)

Onde:

Z14 = Deslocamento do centro de massa do vagao dianteiro;
Z1¢ = Deslocamento do centro de massa do vagao traseiro;
614 = Angulo de rotacdo do vagdo dianteiro;

61, = Angulo de rotacio do vagio traseiro.

Para implementacdo do algoritmo, € necessdria outra manipulacao matemadtica afim de
facilitar a compilagdo dos dados, feita na Equagdo 3.30. Anteriormente chamada de matriz [)15],

agora cada vagdo possui sua matriz de estados y; e y;, sendo o indice d correspondente ao

vagao dianteiro e o indice t correspondendo ao vagio traseiro, respectivamente. Desta forma:
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_[ [o] 11 rx7 L [10]]

Yl =|_ytip _poip V] + -1 Fio (3.30)
_[ [o] 11 px7 [ 10]]

el = _M-k  —M-iB) [V] + -1 Fa (3.31)

O agrupamento das matrizes € feito da seguinte forma:

@ onpa, el © |
1= 1) ] il # o [19] Fac) (332
e

Fi(t) e Fy(¢) s@o as matrizes coluna referentes aos forcamentos nos vagoes dianteiro e

traseiro, respectivamente. a; € a, sao as matrizes de estado para o vagao dianteiro e vagio
traseiro, nesta ordem.

O tempo de funcionamento do algoritmo foi de 15.232290 segundos. A compilacio
fornece os resultados desejados para os deslocamentos e angulos em qualquer ponto do dominio
do tempo, sendo possivel calcular forgas e reacdes. Na Figura 13, € mostrada a deformagao na

mola ficticia idealizada no ponto de acoplamento entre os vagoes.
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Deformacgao da mola ficticia no ponto de acoplamento
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Figura 13: Deformagdo da mola no ponto de acoplamento entre os vagoes.

A forga de rea¢do na mola estd indicada na Figura 14:

Forga de reagao no ponto de acoplamento
15 T . . :

10 1

Forca (kN)

-1 5 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120
Tempo (s)
Figura 14: Forca de reagc@o no ponto de acoplamento.

Destaca-se, portanto, a importincia de um estudo mais aprofundado sobre o ponto de

acoplamento entre veiculos rebocados. Para este modelo em questao, utilizando de meio vagao
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trator e meio vagao rebocado, com massa de 22 toneladas cada, as forcas de reacao no ponto se
aproximam dos 15kN quando o comboio passa por um obsticulo de 10 cm de altura, sendo,
portanto, um ponto importante de andlise em estudos futuros neste aspecto. Questdes como
material a ser utilizado, forma e geometria do acoplamento, distdncias sdo pontos passiveis de
estudos, sendo essencial um maior aprofundamento nesta drea quando se deseja projetar vagoes
rebocados. Como o foco deste trabalho € a andlise dindmica de modelos adaptados jé existentes,
ndo hd um foco no projeto do acoplamento.

Segue também, na Figura 15 e na Figura 16, o deslocamento do centro de massa dos

vagoes dianteiro e traseiro, respectivamente.

Deslocamento do centro de massa do primeiro vagao
T
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] 20 40 60 80 100 120

Tempo (s)

Figura 15: Deslocamento do centro de massa do vagdo dianteiro.
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Deslocamento do centro de massa do vagédo traseiro
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Figura 16: Deslocamento do centro de massa do vagdo traseiro.

Mesmo pequena, é perceptivel em ambos os graficos uma pequena perturbacdo nos
momentos proximos a passagem do ponto de acoplamento pela lombada, provocando assim
uma perturbag@o com relacio ao equilibrio dinAmico tanto do vagao dianteiro quanto do vagao

traseiro. Também se pode notar o movimento dos vagdes quando o veiculo passa pela lombada.

3.3 Modelo de ponte

O modelo de ponte utilizado neste trabalho € o mesmo utilizado em SILVA e
OLIVEIRA (2015). Trata-se de uma ponte idealizada como uma viga bi-apoiada, com 6
elementos e 7 nés, com 14 graus de liberdade, sendo 7 angulos de rotacdo e 5 deslocamentos.

A Figura 17 traz a representacao da ponte.

N, S N N N _
A A
| | |

2

R |
£ + 5 & & + L L ®m T #

Figura 17: Representagcdo do modelo de ponte e seus graus de liberdade. Adaptado de SILVA e
OLIVEIRA (2015)
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Os parametros fisicos e geométricos da ponte sdo apresentados na Tabela 4:

Constante Valor Unidade
Comprimento do elemento de viga (L) 6,66 m
Comprimento total da ponte (Lp) 40 m
Moédulo de Elasticidade do ago (E) 200 x10° Pa
Momento de Inércia de Area da secdo transversal 8x103 m*
da ponte (I)
Massa Especifica do aco (p) 7850 kg/m3
Area da secdo transversal da viga (A) 0,48 m?

Tabela 4: Propriedades referentes ao modelo de ponte.

Conforme o modelo utilizado por SILVA e OLIVEIRA, a ponte foi considerada como
uma viga caixao. Suas dimensdes sao 5780 mm de largura, 300 mm de espessura, e 40 mm de
espessura de parede.

Cada elemento da viga é caracterizado como um elemento que possui quatro graus de
liberdade, sendo dois angulos e dois deslocamentos transversais. O modelo de elemento esta

representado a seguir, na Figura 18:

EALL
X
Tnlyellﬁ my, O, 2% =S s
4 4
‘ Fyi, 01 } Fya, 2

Figura 18: Modelo de elemento para a viga.

Fy1e F, sdo as forgas nodais aplicadas nos nés 1 e 2 do elemento, respectivamente. Os
deslocamentos transversais sao y; € y,, enquanto m, € m, sdao os momentos aplicados nos nés
1 e 2, respectivamente. As rotacdes dos nds 1 e 2 sdo representadas por 6, e 6.

Os graus de liberdade y; e y,, 6; e 6, sdo fun¢des do tempo. O equacionamento para
o deslocamento do elemento de viga no eixo y pode ser caracterizado como um produto entre

uma fun¢do N(x), dependente unicamente do deslocamento no eixo x da viga, e seu respectivo
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grau de liberdade associado. O desenvolvimento numérico pode ser encontrado em SILVA e
OLIVEIRA (2015). Desta forma, a equacdo 3.33 mostra a equagdo utilizada para o elemento:
y(x,t) = Ny y1 + Nz61+ N3y, + NuO, (3.33)
Onde:

N,= L%(L3 — 3x2 + 2x%)
N,= L%(xﬁ — 2x%1? + x3L)
Ni= L%(BLxZ —2x3)

N,= L%(—xZLZ + Lx3)

Pode-se escrever a Equagdo 3.34 em sua forma matricial, que recebe o nome de funcao

de forma para o elemento de viga.

Y1
0,
Y2
0,

y(x,t) = [N;N;N3N,] (3.34)

Utilizando-se das equacdes de Lagrange para os meios continuos, como visto em SILVA
(2016), podemos descrever os termos que compdem a matriz de rigidez da ponte utilizando a
Equacgao 3.35:

0y, 0Y;
ki = f EA ﬂ ﬂ dx

H dx 0x
L

(3.35)

Onde 9; e Y; sio as fungdes descritas anteriormente na fung@o de forma, na Equagéo
3.33. Os indices i e j indicam a posi¢ao do termo na matriz K do elemento.
O mesmo procedimento pode ser feito utilizando para obter os termos referentes a matriz
de massa do elemento, utilizando a Equagao 3.36:
dy,; 0Y;
J
m;; = A——dx
Y J P2 5% ox

L

(3.36)
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Onde p € a massa especifica do material constitutivo da ponte, e A € a drea da secdo

transversal. Considerando os termos EA e pA constantes, é possivel encontrar a matriz K,

representada na Equagao 3.37. A matriz de massa para o elemento se encontra na equacao 3.38.

__ PAL
P 420

12 6L —12L 6L

6L 4L —6L 2L7

12 —6L 12 —6L (3.37)
| 6L 212 —6L 4L?

156 221 54 —13L

221 4L 13L —3L2

54 13L 156 —22L (3.38)

L —13L —3L? —22L 4L?

Ao expandir as matrizes das equagdes 3.37 e 3.38, para uma ponte com 6 elementos e 7

noés, com as condicdes de contorno referentes a uma viga bi-apoiada, sdo obtidas as matrizes K

e M da ponte, expressas nas Equacgdes 3.39 e 3.40.

4L2—6L2L2 0 0 0O O O O 0 0 01
—6L24 0 —126L 0 0 0O O 0 O O
212 0 g12—6L 2.2 0 0 O O o0 O O
0 —12—¢, 24 0 -126L 0 0 0 O0 O
0 6L 272 0 8L2—6L2L> 0 0 0 0 O
v ~Ello 0 o -12-6L24 0 -126L 0 0 0
P73l o 0 o 6L 2.2 0 8L?—6L2L> 0 0 O
o 0 o O o0 —-12-6L24 0 —126L O
o 0 o O 0 6L 2L> 0 8L*—6L2L* 0
o 0 o O 0 O O —12—-6L24 0 6L
o 0 o0 O 0 O O 6L 2L 0 8L3%212
Lo 0 0 0 0 O O O 0 6L 2L%4L2
(3.39)
[ 412 13L —3L* 0 0 0 0 0 0 0 0 0
13L 312 0 54 —13L o 0 0 0 0 0 0
—312 0 81?2 13L —-3L* 0 0 0 0 0 0 0
o 54 13L% 312 0 54 —13L o 0 0 0 0
0 —13L_372 0 8L2 13L —-3L*> 0 0 0 0 0
_pALlL 0 0 o 54 13L 312 0 54 —13L ¢ 0 0
P a0 o 0 o —13L _372 0 8L? 13L -3L* 0 0 0
0 0 o O o 54 1312 312 0 54 —-13L 0
0 0 o O o —13L _3;2 0 g2 13L —312 0
0 0 0 0 0 0 0 54 131 312 0 -13L
o 0 o O 0 0 o -—13L-312 0 8L? -3L?
0 0 o O 0 0 0 0 0 —13L —3L%2 4L? |

(3.40)
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Semelhante ao que fora utilizado em SILVA e OLIVEIRA (2015), a matriz de
amortecimento B também serd descrita como uma fragao da soma das matrizes K e M referentes

a ponte, conforme a Equacao 3.41.

[B,] = 0,1 {[K,] + [M,]} (3.41)

Ja o forcamento em cada elemento é definido como uma for¢a conhecida e ja calculada
previamente em um determinado ponto X, pertencente ao elemento de comprimento L. A for¢a
€ decomposta em outras duas forgas, aplicadas sobre os nos de cada elemento, conforme o

esquema apresentado na Figura 19:

F F

| |
. .

X L

Figura 19: Decomposi¢ao da forca nos ndés do elemento de viga.

Onde:
F € uma forca ja conhecida;

F, e F, sao descritas pelas Equagdes 3.42 e 3.43:

L—x

Fo=(=5)F (3.42)

F, = (5) F (3.43)

Desta maneira, o forcamento na ponte € indicado pela matriz coluna expressa na

Equacao 3.44:
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(3.44)
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Capitulo 4

Acoplamento de modelos de vagao e ponte

Este capitulo apresenta os resultados obtidos para os modelos de vagdo tnico e

dois vagdes acoplados a ponte definida no tépico 3.3.

4.1 Vagao unico passando pela ponte

Com o0 modelo de vagio unico testado no tdpico 3.1, para efetuar o acoplamento de
ambos os modelos serd feita uma manipulacdo matemaética semelhante a que foi feita no tépico

3.2 para acoplamento de vagdes. O equacionamento esta descrito a seguir:

o= O [0 a

[0] [/] [0]
[ypp] - I_Mp_le _Mp_prl [)15] ¥ [Mp_ll fr (+2)

O agrupamento das matrizes € feito da seguinte forma:

[ay,] [0] 7w [1\50_]1] [0] F(t)
= [ [0] [ap]] [y,,] * [0] [Fp(t) (43)
[O] IMp_ll

Onde

Yy € Yp $80 as matrizes coluna com as solugdes para o veiculo e ponte, respectivamente;
@< 0
“ o l-MT'k —-MTBI

[ [0 [1]
L] = _Mp_le _Mp_pr.

Desta forma, as Figuras 20 e 21, respectivamente, mostram os deslocamentos do centro

de massa do vagao durante o dominio do tempo, bem como o deslocamento do né central da
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ponte. O tempo de execuc¢do do algoritmo foi de 134.85 segundos . A velocidade do vagao foi

arbitrada como 5 m/s.

Deslocamento do centro de massa do vagdo
D T T T T T T T T

0058

|

015 ‘

1
‘ | n 1 f
oo —

Deslocamento (m)

-0.25 ‘ U g

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Tempo (s)

Figura 20: Deslocamento do centro de massa do vagdo ao passar pela ponte.

Deslocamento do no central da ponte
1D T T T T T T T T

Qi | A
|| ||'-\‘.,|I

deslocamento {mm)
&
T

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Tempo (s)

Figura 21: Deslocamento do n6 central da ponte quando submetida & passagem de um dnico vagao.

A anélise dos dados graficos nos permite observar que o né central da ponte € submetido

a uma variacdo absoluta de aproximadamente 20 milimetros com relacdo ao seu estado de

repouso.
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O estudo se evidencia como essencial para a seguranca das pessoas envolvidas na
operacdo do vagdo, seja o vagdo usado para transporte de carga ou de passageiros. Para o
modelo em andlise, os resultados obtidos em simulagdo condizem com a expectativa teorica,
isto é, a ponte apresenta um pequeno deslocamento provocado pela passagem do vagdo. Ja o
vagao apresenta um pequeno valor de variagdo em seu centro de massa quando passa pela ponte,
em comparacao com o valor de deslocamento obtido ap6s entrar em estado de equilibrio estatico
com relacdo ao plano horizontal. Isto significa dizer que a ponte absorve os efeitos dindmicos
causados pela passagem do vagio, que sdo transmitidos a este vagao, cuja suspensao absorve
os esforcos decorrentes dessa interacdo ponte-vagdo. Ou seja, a ponte sofre uma pequena
deflexdao quando submetida a passagem do vagao, e o vagao sofre uma variacao muito pequena

em seu centro de massa quando passa pela ponte.

4.2 Dois vagoes acoplados passando pela ponte

Semelhantemente ao que fora feito anteriormente, uma nova manipulagdo matematica é

necessdria para a resolu¢@o do algoritmo proposto. O equacionamento vem a seguir:

SN R

R N [ )

O agrupamento das matrizes € feito da seguinte forma:

ad (e |l 19 R
1= [0}t [l o 9] e @4
Onde
-2, )
=y s
SejayL = [[[%d]] [[c(z)t]]] (4.2)

Utilizando estas mesmas etapas, podemos obter a solu¢do para o equacionamento na

Equacao 4.6:
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] " |[,&°1 U e
[Yz]:[[o ap“ +l o l[o] H Igc(t) (4-6)
M,
Onde
[0 o
@l =|_yy ot gt |

Fi(¢) € Fo) s@o as matrizes coluna referentes aos forcamentos nos vagdes dianteiro e

traseiro, respectivamente. A matriz a, € a matriz de estados para a ponte.

. Y ~
A matriz coluna v] apresenta a solucao do problema, sendo y,, o vetor coluna com a

b,
solugdo para os vagdes dianteiro e traseiro, respectivamente nesta ordem, e y;, € o vetor coluna
com a solucd@o para a ponte. Desta maneira, a compilacdo do algoritmo nos disponibiliza os

resultados a seguir. O tempo total de execu¢do do algoritmo foi de 427.7 segundos.

Deslocamento do centro de massa do vagao dianteiro
T T T T

0 T T T T
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a u X: 26.37 Y: -0.1908
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Figura 22: Deslocamento do centro de massa do vagdo dianteiro.

De acordo com os dados obtidos na andlise do grafico, durante a passagem sobre a ponte,
o vagao dianteiro sofreu uma variagdo absoluta em relagcdo ao estado de equilibrio estitico de
valor igual a 13,9 milimetros. A Figura 23 nos mostra os dados obtidos com relagcdo ao vagao

traseiro.



Deslocamento (m)

Ja para o vagao traseiro, o deslocamento do centro de massa com relacao a configuracao
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Figura 23: Deslocamento do centro de massa do vagdo traseiro.

de equilibrio dinamico foi de 9,9 milimetros, aproximadamente.

35

A deformagdo na mola no acoplamento, bem como a for¢a de reacdo no acoplamento

estdo mostradas nas Figuras 24 e 25, respectivamente.

deslocamento (mm)

Deformagao da mola no acoplamento

0.02

0.01

-0.02

-0.03

001

tempo (s)

Figura 24: Deformacdo na mola no ponto de acoplamento.

45
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Forga de reagao no acoplamento
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Figura 25: Forca de reagdo na mola no ponto de acoplamento.

A partir dos dados obtidos acima para um acoplamento idealizado como um ponto tinico
€ possivel ter um ponto de partida para um possivel projeto de acoplamento, envolvendo
parametros de projeto como material a ser utilizado, geometria, disposi¢ao, forma de encaixe.
As forcas e deformacdes da mola mostradas nas figuras acima permitem formar um parametro
base para uma futura modelagem desta importante parte integrante do sistema.

O deslocamento do né central da ponte durante o0 dominio do tempo estd mostrado na

Figura 26.
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Figura 26: Deslocamento do n6 central da ponte.
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A ponte sofre um deslocamento negativo em seu nd central, tendo seu estado de
equilibrio dindmico restaurado apds a passagem do veiculo. A variacdo absoluta de
deslocamento do no central foi de 22,23 milimetos.

Por fim, outros pardmetros de projeto podem ser analisados. As forcas internas de
solicitacdo nas suspensdes dos trucks e do vagdo sdo de essencial andlise para garantir a
estabilidade e seguranca da composi¢do, e, por consequéncia, dos passageiros e carga
transportados. Por exemplo, a Figura 27 nos mostra a solicitagdo imposta a mola traseira da

suspensdo secunddria, isto €, a mola traseira presente na suspensao entre o vagao e os trucks.

Forga (em modulo) na mola traseira da suspensio secundaria do vagao traseiro
250 T T T T T T T T

200 ]

_ 150 fi|l ] 1

I
| | || || | Il I"'|I_I."I.U.-'\.,-._,-._.-._.. P S I S

Forga (kN

|
100 |L|‘ 1

50 | 7

D 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
tempo (s)

Figura 27: For¢a em médulo na mola traseira da suspensao secunddria do vagio traseiro.

A anélise do grafico exposto na Figura 27, referente a passagem do veiculo sobre a
ponte, mostra que a solicitacdo imposta nessa mola € desprezivel, em comparacdo ao estado de
equilibrio estdtico em relacdo ao plano horizontal. Apesar da solicitacdo imposta se mostrar
indiferente ao nivel de equilibrio estdtico, este € um ponto importante de andlise no projeto da
mola, sabendo dos obstaculos a serem enfrentados pelos vagdes — neste caso em especifico, a
ponte —, pois o resultado da simulagdo com a variacdo em mdédulo das solicitagcdes impostas ao
veiculo mostra-se indispensavel. Parametros de projeto como solicitacdo maxima a ser atingida
e solicitacdo média podem ser simulados, afim de ter uma base de cdlculo para o projeto das

molas ou amortecedores.
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Conclusoes

O objetivo principal deste trabalho foi a analisar dinamicamente a passagem de dois
vagdes acoplados sobre uma ponte, e obter informagdes referentes as solicitacdes impostas
pelos vagdes na ponte, bem como informagdes referentes as solicitacdes internas na estrutura
do vagao. Para realizar este estudo, primeiro foi elaborado um modelo de vagao tnico, descrito
matematicamente no tépico 3.1 deste projeto, e seu algoritmo de resolucao foi implementado
em software compilador, com seu c6digo mostrado no apéndice 1.

Posteriormente, foi elaborado um modelo matemético para a resolu¢do do problema
envolvendo a passagem de dois vagdes acoplados passando por uma lombada. O cédigo
referente a este algoritmo se encontra no apéndice II.

Fora desenvolvido também um modelo matemético para a passagem de um tinico vagao
passando pela estrutura proposta, cujo cédigo encontra-se no apéndice I11.

Por fim, foco principal deste estudo, foi elaborado um modelo matematico envolvendo
o acoplamento do modelo de ponte e do modelo de vagdes acoplados, desenvolvidos
anteriormente. O codigo para a compilacdo do algoritmo ndo apresenta diferenga consideravel
em relacdo ao c6digo mostrado no apéndice II, sendo suprimido deste trabalho. A principal
diferenca estd na quantidade de linhas de c6digo. De qualquer forma, o algoritmo para resolu¢do
do problema estd descrito no tépico 4.2 deste trabalho, sendo possivel a utilizacdo do codigo
presente no anexo III como base para sua implementacao.

O estudo se mostrou importante para a compreensdo dos fendmenos fisicos que
acontecem durante a passagem do veiculo sobre a estrutura, e suas implicagdes. Os modelos de
veiculos analisados apresentaram baixas varia¢des de deslocamento nos centros de gravidade
dos vagdes, durante a passagem sobre a ponte, em comparacdo ao deslocamento atingindo
durante a configuracao de equilibrio dinamico. Este fato mostra que o sistema proposto estd de
acordo com o esperado teoricamente, onde a suspensao amortece as solicitacdes impostas ao
veiculo, e desta maneira, o deslocamento do centro de massa dos vagdes apresenta valores tao
pequenos quanto possiveis, de maneira a apresentar um aparente equilibrio estatico com relagdao
ao plano horizontal.

Mesmo nao sendo o foco deste trabalho, foi possivel analisar a influéncia dos resultados
obtidos em um possivel projeto dos elementos das suspensdes. Como o exemplo analisado
durante o trabalho demonstrou, para o caso dos vagdes acoplados passando pela ponte, com os

valores de deslocamentos obtidos e seus respectivos valores de reacdes calculadas, o valor
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destas reacOes se mostrou praticamente indiferente ao valor atingido durante o equilibrio

estdtico. Isso significa dizer que os deslocamentos causados na ponte nao geram solicitagdes

grandes o suficiente para perturbar os veiculos acoplados, que permanecem em um aparente

equilibrio esttico. No caso do projeto de um elemento de mola para esta suspensdo, fatores

importantes de projeto como tensdo ultima e tensdo média poderiam utilizar estes valores

obtidos na simulacdo como base.

Como sugestdes para possiveis novos trabalhos de conclusdo de curso a serem

realizados nesta area de conhecimento:

Analisar as condi¢des de rodagem para mais graus de liberdade, isto é, utilizando
um modelo de veiculo mais sofisticado;

Analisar as condic¢des de rodagem do sistema proposto em relagdo a outros eixos
de movimentacdo do veiculo — neste trabalho, o eixo estudado fora o eixo de
arfagem;

Analisar as condi¢cdes de rodagem para situacdes envolvendo aceleracdes e
desaceleracdes da composicao;

Analisar as condicdes de rodagem incluindo o contato do pneu com o solo, isto
¢, sem considerar o pneu um objeto indeformavel e que ndo absorve energia em
forma de amortecimento;

Analisar a interacao entre as rodas e os trilhos em um trajeto curvilineo;
Utilizar o modelo de meio veiculo como ponto de partida para o projeto de
projeto das molas e amortecedores dos vagdes. Verificar, neste caso, a
necessidade de estudo do modelo envolvendo o veiculo completo, além incluir
andlises dos eixos de guinada e rolagem, além do eixo de arfagem ja citado

previamente.
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Apéndice I: Rotina para a solucao do modelo de vagao

tnico passando por uma lombada

clear

close all

tic

global mv mtt mtd g kp ks bp bs yc v xgm a d D W tl t2 t3 t4 Iv Itt Itd F X
Y tf xe Kacp

mv=49120/2; %$Massa do vagdo [kg] %

mtt=11000/2 %$massa do truck traseiro [kgl$%

mtd=11000/2; %massa do truck dianteiro [kg]$%

g=9.81; %aceleracdo da gravidade$%

kp=1637275; %$Rigidez das molas da suspensdo primarial[N/m]
ks=875665; %$Rigidez das molas da suspensdo traseira [N/m]
Kacp=10000;

bp=32745.5; %$Constante de amortecimento da suspensdo priméria [Ns/m]%
bs=17513.1; %Constante de amortecimento da suspensdo secundaria [Ns/m]]%
Iv=2008950/2; %Momento de inércia do vagdo [Kg.m2?]%
Itt=20800/2; %$Momento de inércia do truck traseiro [Kg.m?]1%
Itd=20800/2; %Momento de inércia do truck dianteiro [Kg.m?]
mv

mtd

mtt

Iv

Itt

Itd

d=7.5; %distédncia do centro do vagdo até as suspensdes dianteira/traseira
[m]%
a=1.5; %Smetade da distédncia longitudinal entre as rodas [m]%

xe=3; %distdncia entre o eixo traseiro e o ponto de acoplamento [m]%
F=0; %forca f aplicada no acoplamento [N]$%

yc=0.1; %altura do quebra-molas [m]%

v=1; %velocidade da composicdo [m/s]

xqm=3.70; S%comprimento do quebra-molas [m]%

D=25; %distdncia da primeira roda até o quebra molas [m]%

W= (v*2*pi) /xam; %Velocidade angular [rad/s];

tl=D/v; S%tempo da primeira roda até o quebra-molas [s]%

t2= tl + (2*a)/v; %tempo da segunda roda até o quebra-molas [s]%

t3= t2 + ((2*d)-(2*a))/v; S%tempo da terceira roda até o quebra-molas [s]
td4= t3 + (2*a)/v; %Stempo da quarta roda até o quebra-molas [s]%

tf = 60; %tempo final [s]%

o\

o

%

o\

M= [[mv 0O O O O Oy
Omtt O O O O;
0 O mtd 0 0 O;
0O 0 O Iv 0 O0;
0O 0 O 0 1Itt Oy
0O 0 O O 0 1Itdl;

$Matriz M$%

B = [(2*bs) (-bs) (-bs) (0) (0) (0);
(-bs) (2*bp-bs) (0) (bs*d) (0) (0);
(-bs) (0) (2*bp-bs) (-bs*d) (0) (0);
(0) (bs*d) (-bs*d) ( 2*bs*d”2) (0) (0);
(0) (0) (0) (0) (2*bp*(a~2)) (0);
(0) (0) (0) (0) (0) (2*bp*a~2);1;

%$Matriz B%



K = [(2*ks) (-ks) (-ks) (0) (0) (0);
(-ks) (2*kp-ks) (0) (ks*d) (0) (0);
(-ks) (0) (2*kp-ks) (-ks*d) (0) (0);
(0) (ks*d) (-ks*d) (2*ks*d"2) (0) (0);
(0) (0) (0) (0) (2*kp*a~2) (0);
(0) (0) (0) (0) (0) (2*kp*a~2);1;

$Matriz K%

X = [zeros(6) eye(6);
-inv (M) *K -inv (M) *B;];

Y = [zeros (6);

inv(M);]1;

tspan=[0 tf];

y0=[0 0 0O 0O O OO O O0O0OO0 0];

%$estado inicial [zl z2 z3 tetal teta2 teta3]%
[t,y]=0ded’5 ('testevagaol', tspan,y0);

n=length (t);

zl=y(l:n,1);

z2=y(l:n,2);

z3=y(l:n,3);

tetal=y(l:n,4);

teta2=y(l:n,5);
teta3=y(l:n,6);
figure (1)
plot (t, zl)
title ('Deslocamento do centro de massa do vagdo')
grid on
xlabel ('Tempo (s)')
ylabel ('Deslocamento (m)')
figure (2)
plot (t, z2)
title ('Deslocamento do truck traseiro')
grid on
xlabel ('Tempo (s)')
ylabel ('Deslocamento (m)')
figure (3)
plot (t, z3)
title ('deslocamento do truck dianteiro')
grid on
xlabel ('Tempo (s)')
ylabel ('Deslocamento (m)')
toc

function yp=testevagaol (t,Vy)
global v yc F W tl t2 t3 t4 xgm mv mtt mtd g d xe ypl
ypp3 vp4 ypp4 Ft kp bp a X Y

if (t<tl)
ypl=0;

yppl yp2 yppZ2

yp3

43



yppl=0;
elseif (t>(tl+(xgm/v)))
ypl=0;
yppl=0;
else
ypl=(yc/2)* (1-cos (W* (t-tl)));
yppl=(yc/2)* (W*sin (W* (t-tl)));
end

if (t<t2)
yp2=0;
ypp2=0;
elseif (t>(t2+ (xgm/v)))
yp2=0;
ypp2=0;
else
yp2=(yc/2)* (l-cos (W* (t-t2)));
ypp2=(yc/2)* (W*sin (W* (t-t2)));
end

if (E<t3)
yp3=0;
ypp3=0;
elseif (t>(t3+(xgm/v)))
yp3=0;
ypp3=0;
else
yp3=(yc/2)* (l-cos (W* (t-t3)));
ypp3=(yc/2)* (W*sin (W* (t-t3)));

end

if (t<t4)
yp4=0;
ypp4=0;
elseif (t>(td+(xgm/v)))
yp4=0;
ypp4=0;
else
yp4=(yc/2)* (1l-cos (W* (t-t4)));
ypp4=(yc/2)* (W*sin (W* (t-t4)));
end

Ft=[-mv*g+F;
-mtd*g+kp*yp3+kp*yp4+bp*ypp3+bp*ypp4;
-mtt*g+kp*ypl+kp*yp2+bp*yppl+bp*ypp2;

F* (d+xe) ;
—kp*yp3*a-bp*ypp3*atkp*ypd*at+tbp*yppd*a;
-kp*ypl*a-bp*yppl*atkp*yp2*atbp*ypp2*a;];

yp=X*y+Y*Ft;
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Apéndice II: Rotina para a solucao dos vagoes

acoplados passando pela lombada

clear

close all

tic

global mv mtt mtd g kp ks bp bs yc v xgmn a d D W t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7 t8 Iv
Itt Itd invm Estados tf xe Kacp E2

mv=49120/2; %$Massa do vagdo [kg] %
mtt=11000/2; %massa do truck traseiro [kg
mtd=11000/2; %massa do truck dianteiro [k
g=9.81; %aceleracdo da gravidade$%
kp=1637275; %$Rigidez das molas da suspensdo primarial[N/m]
ks=875665; %$Rigidez das molas da suspensdo traseira [N/m]
Kacp=5e7; %$Rigidez ficticia do acoplamento [N/m]
bp=32745.5; %$Constante de amortecimento da suspensdo primaria [Ns/m]%
bs=17513.1; %Constante de amortecimento da suspensdo secundaria [Ns/m]]%
Iv=2008950/2; %Momento de inércia do vagdo [Kg.m2?]%

Itt=20800/2; %$Momento de inércia do truck traseiro [Kg.m?]1%

Itd=20800/2; %Momento de inércia do truck dianteiro [Kg.m?]%

d=7.5; %distédncia do centro do vagdo até as suspensdes dianteira/traseira

%
1%

]
g

o

o

[m]%

a=1.5; %metade da distdncia longitudinal entre as rodas [m]%

xe=2.5; %disténcia entre o eixo traseiro e o ponto de acoplamento [m]%
yc=0.1; %altura do quebra-molas [m]%

v=1; %velocidade da composicdo [m/s]

xgqm=3.70; %comprimento do quebra-molas [m]%

D=40; %distdncia da primeira roda até o quebra molas [m]%
W= (v*2*pi) /xgm; %$Velocidade angular [rad/s];

tl=D/v; %tempo da primeira roda até o quebra-molas [s]%
t2= tl + (2*a)/v; %tempo da segunda roda até o quebra-molas [s]%

t3= t2 + ((2*d)-(2*a))/v; Stempo da terceira roda até o quebra-molas [s]%
td= t3 + (2*a)/v; %tempo da quarta roda até o quebra-molas [s]%

t5= t4 +(2*xe); %tempo da primeira roda do vagdo traseiro até o quebra
molas [s]

te= t5 + (2*a); S%tempo da segunda roda do vagdo traseiro até o quebra molas
[s]

t7= t6 + (2*d-2*a); S%Stempo da terceira roda do vagdo traseiro até o quebra
molas [s]

t8= t7 + (2*a); %tempo da quarta roda do vagdo traseiro até o quebra molas
[s]

tf = 120; Stempo final [s]%

M= [mv O O O O O0;
Omtt O O O O
0 O mtd 0 0 O;
0O 0 0O Iv 0 O0;
0O 0 O 0 1Itt O,
0O 0O O 0 0 1Itdl;
$Matriz M$%
invm = inv (M) ;



s) (2*bp-bs) (0) (bs*d) (0) (
s) (0) (2*bp-bs) (-bs*d) (0) (
bs*d) (-bs*d) ( 2*bs*d”*2) (0
0) (0) (0) (2*bp*(an2)) (0);
0) (0) (0) (0) (2*bp*a~2);];

(2*ks) (-ks) (=ks) (0) (0) (0);

- (2*kp-ks) (0) (ks*d) (0) (0);
(0) (2*kp-ks) (-ks*d) (0) (0);
s*d) (—-ks*d) (2*ks*d"2) (0)
) (0) (0) (2*kp*a~2) (0);

) (0) (0) (0) (2*kp*a”2);];

Estados = [zeros(6) eye(6);
-inv (M) *K -inv (M) *B; ];

E2 = [Estados zeros(12,12);
zeros (12,12) Estados;];

tspan=[0 tf];

y0=[0 0 00O OO 0OO0OO00O0O0O0O0OOOOOOOOGOOO0]1;
%estado inicial do vagdo dianteiro (y) e do vagdo traseiro

tetal teta2 teta3l$%

(0)

[t,y]l=0ded5 ('testevagaoduplo v2', tspan,y0);

n=length (t);
zl=y(l:n,1);
z2=y(l:n,2);
z3=y(l:n,3);
tetal=y(l:n
teta2=y(l:n
teta3=y(l:n,

3

4

5

’

’

4);
$9) i
6);
hl=y(l:n,13)
h2=y(1l:n,14)
h3=y(1l:n,15)
tetalt=y(l:n,16);
tetal2t=y(1l:n,17);
teta3t=y(1l:n,18);

x1=z1- (d+xe) *tetal;
x2=(hl+ (d+xe) *tetalt) ;
X3=x1-x2;

figure (1)

plot (t, zl)

title ('Deslocamento do centro de massa do primeiro vagdo')

grid on
xlabel ('Tempo (s)')
ylabel ('Deslocamento (m)"')

figure (2)
plot (t, z2)

title ('Deslocamento do truck traseiro do primeiro vagdo')

grid on
xlabel ('Tempo (s)')
ylabel ('Deslocamento (m)')

figure (3)
plot (t, z3)

(x)

[zl z2 z3
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title ('Deslocamento do truck dianteiro do primeiro vagdo')

grid on

xlabel ('Tempo (s)')

ylabel ('Deslocamento (m)')

figure (4)

plot (t, hl)

title ('Deslocamento do centro de massa do vagdo traseiro')
grid on

xlabel ('Tempo (s)')

ylabel ('Deslocamento (m)')

figure (5)
plot (t, h2)

title ('Deslocamento do truck traseiro do vagdo traseiro')
grid on

xlabel ('Tempo (s)')

ylabel ('Deslocamento (m)')

figure (6)

plot (t, h3)

title ('Deslocamento do truck dianteiro do vagdo traseiro')
grid on

xlabel ('Tempo (s)')

ylabel ('Deslocamento (m)')

figure (7)

plot (t, tetal)

title ('Teta 01 vagédo dianteiro')

grid on

xlabel ('Tempo (s)')

ylabel ('Angulo (rad)')

figure (8)

plot (t, tetalt)

title ('Teta 01 vagdo traseiro')
grid on

xlabel ('Tempo (s)')

ylabel ('Angulo (rad)')

figure (9)

plot (t, x3*1000)

title ('Deformacédo da mola ficticia no ponto de acoplamento')
grid on

xlabel ('Tempo (s)"')

ylabel ('Deformacgdo (mm)"')

figure (10)

plot (t, x3*Kacp/1000)

title ('Forca de reacdo no ponto de acoplamento')
grid on

xlabel ('Tempo (s)')

ylabel ('Forca (kN)'")

toc
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function yp=testevagaoduplo v2(t,y)

global Ft invm x1 x2 Kacp v yc W tl t2 t3 t4 t5 t6 t7 t8

global xgm mv mtt mtd g Fcl Fc2 d xe

global ypl yppl yp2 ypp2 yp3 ypp3 ypé4 ypp4 ypS ypp5 yp6 ypp6 yp7 ypp7 yp8
ypp8

global Ftd Ftt kp bp a E2 xac

global F1

if (t<tl)
ypl=0;
yppl=0;
elseif (t>(tl+(xgm/v)))
ypl=0;
yppl=0;
else
ypl=(yc/2)* (l-cos (W* (t-tl1)));
yppl=(yc/2)* (W*sin (W* (t-tl)));
end

if (t<t2)
yp2=0;
ypp2=0;
elseif (t>(t2+ (xqm/v)))
yp2=0;
ypp2=0;
else
yp2=(yc/2)* (l-cos (W* (t-t2)));
ypp2=(yc/2)* (W*sin (W* (t-t2)));
end

if (t<t3)
yp3=0;
ypp3=0;
elseif (t>(t3+(xgm/v)))
yp3=0;
ypp3=0;
else
yp3=(yc/2)* (l-cos (W* (t-t3)));
ypp3=(yc/2) * (W*sin (W* (t-t3)));

end

if (t<td)
yp4=0;
ypp4=0;
elseif (t>(t4d+(xgm/v)))
yp4=0;
ypp4=0;
else
ypd=(yc/2)* (l-cos (W* (t-td)));
yppé4=(yc/2)* (W*sin (W* (t-t4)));
end

if (t<th)
yp5=0;
ypp5=0;
elseif (t>(t5+(xgm/v)))
yp5=0;
ypp5=0;



else
yp5=(yc/2)* (1-cos (W* (t-t5)));
yppS=(yc/2)* (W*sin (W* (t-t5)));
end

if (t<t6)
yp6=0;
ypp6=0;
elseif (t>(t6+(xgm/v)))
yp6=0;
ypp6=0;
else
yp6=(yc/2)* (1-cos (W* (t-t6))) ;
ypp6=(yc/2)* (W*sin (W* (t-t6)));
end

1f (t<t7)
yp7=0;
ypep7=0;
elseif (t>(t7+ (xqm/v)))
yp7=0;
ypp7=0;
else
yp7=(yc/2) * (1-cos (W* (t-t7))) ;
ypp7=(yc/2)* (W*sin (W* (t-t7)));

end

1f (t<t8)
yp8=0;
ypp8=0;
elseif (t>(t8+(xgm/v)))
yp8=0;
ypp8=0;
else
yp8=(yc/2)* (1-cos (W* (t-t8)));
ypp8=(yc/2)* (W*sin (W* (t-t8))) ;
end

xac=((y(l)-(d+xe)*y(4)))-((y(13)+(d+xe)*y(16)));
% xac2=((y(13)+ (d+xe)*y(16)));

Fl=Kacp*xac;

F2=Kacp*xac2;

F1=0;

F2=0;

o oo

oe

Ftd=[-mv*g-F1;
-mtd*g+kp*yp3+kp*ypd+bp*ypp3+bp*ypp4;
-mtt*g+kp*ypl+kp*yp2+bp*yppl+bp*ypp2;

Fl* (d+xe) ;
—kp*yp3*a-bp*ypp3*at+kp*ypd*a+tbp*yppd*a;
-kp*ypl*a-bp*yppl*atkp*yp2*atbp*ypp2*a;];

Ftt=[-mv*g+F1l;
-mtd*g+kp*yp7+kp*yp8+bp*ypp7+bp*ypp8;
-mtt*g+kp*ypS+kp*yp6+bp*yppS+bp*ypp6;



F1* (d+xe);
—kp*yp7*a-bp*yppT7*atkp*yp8*at+tbp*ypp8*a;
-kp*yp5S*a-bp*yppS*atkp*ypb*atbp*yppb*a;];

Fcl = invm*Ftd;
Fc2 = invm*Ftt;

x1=[0;0;0;0;0;0;Fcl;];
x2=[0;0;0;0;0;0;Fc2;1;
Ft=[x1;x2;1;

yp= E2*y + Ft;
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Apéndice III: Rotina para a solucio do modelo de

vagao tnico passando pela ponte

clear

close all

global m k ro E A L I mv mtt mtd g kp ks bp bs

global ap b v xgm a d D W Iv Itt Itd invm Estados tf Kacp E2 invM
global xrl xr2 xr3 xr4

global tddl tdd2 tdd3 tdd4 tdd5 tdde tdd7
global tdtl tdt2 tdt3 tdt4 tdt5 tdté6 tdt7
global ttdl ttd2 ttd3 ttd4 ttd5 ttdé6 ttd7
global tttl ttt2 ttt3 ttt4d tttd ttte ttt7
tic

mv=49120/2; %Massa do vagado [kg] %
mtt=11000/2; %massa do truck traseiro [kg
mtd=11000/2; %$massa do truck dianteiro [k
g=9.81; %aceleracdo da gravidade$%
kp=1637275; %$Rigidez das molas da suspensdo primarial[N/m]
ks=875665; %$Rigidez das molas da suspensdo traseira [N/m]
Kacp=5e7; %Rigidez ficticia do acoplamento [N/m]
bp=32745.5; %$Constante de amortecimento da suspensdo priméria [Ns/m]%
bs=17513.1; %Constante de amortecimento da suspensdo secunddria [Ns/m]]%
Iv=2008950; %Momento de inércia do vagdo [Kg.m?]%

Itt=20800/2; %Momento de inércia do truck traseiro [Kg.m?]1%

Itd=20800/2; %Momento de inércia do truck dianteiro [Kg.m?]%

d=7.5; %distédncia do centro do vagdo até as suspensdes dianteira/traseira
[m]%

a=1.5; %metade da distédncia longitudinal entre as rodas [m]%
v=5; %velocidade da composicdo [m/s]

xgqm=3; S$comprimento do quebra-molas [m]$%

D=50; %distédncia da primeira roda até a ponte [m]%
L=6+(6/9); %comprimento do vdo da ponte, comprimento total de 40 m

W= (v*2*pi) /xam; %Velocidade angular [rad/s];

$tempos referentes a entrada da roda dianteira do truck dianteiro na ponte
xr1l=D;

tdd1l=D/v;

tdd2=(D+L) /v;

tdd3=(2*L+D) /v;

o

o°

(
tdd4=(3*L+D) /v;
tdd5=(4*L+D) /v;
tdd6=(5*L+D) /v;
tdd7=(6*L+D) /v;

tempos referentes a entrada da roda traseira do truck dianteiro na ponte
xr2=xrl+2*a;

tdtl=(xr2)/v;

tdt2=(xr2+L) /v;

tdt3=(xr2+2*L) /v;

(

(
tdtd= (xr2+3*L) /v;
tdtb5=(xr2+4*L) /v;
tdt6=(xr24+5*L) /v;
tdt7=(xr2+6*L) /v;

%tempos referentes a entrada da roda dianteira do truck traseiro na ponte
xr3=xrl+2*d;

ttdl=(xr3)/v;

ttd2=(xr3+L) /v;



ttd3=(xr3+2*L) /v;
ttdd=(xr3+3*L) /v;
ttdb=(xr3+4*L) /v;
ttd6é=(xr3+5*L) /v;
ttd7=(xr3+6*L) /v;

$tempos referentes a entrada da roda dianteira do truck traseiro na ponte
xrd=xrl+2*d+2*a;

tttl=(xrd)/v;

ttt2=(xr4+L) /v;
ttt3=(xrd+2*L) /v;
tttd=(xr4+3*L) /v;
ttt5=(xr4+4*L) /v;
ttt6=(xrd+5*L) /v;
ttt7=(xrd4+6*L) /v;

tf = 50; %tempo final [s]%

xrl

Xr2

Xr3

xrd
ro=7860;
A=0.4864;
E=200e9;
I=8e-3;

M= [[mv 0 O 0 O

Omtt O O O O0;
0 O mtd 0 0 O;
0 0
0

(@]

’

0 0 Iv O
0 0 0 Itt O0;
0O 0 0 0 0 1Itdl:
$Matriz M referente aos vagdes$

’

bs) (-bs) (-bs) (0) (0) (0)
) (2*bp-bs) (0) (bs*d) (0) (
) (0) (2*bp-bs) (-bs*d) (0) (
s*d) (-bs*d) ( 2*bs*d”2) (0
(0) (0) (2*bp*(a”2)) (0);
(0) (0) (0) (2*bp*a”2);];
referente aos vagdes$

— O O ~

(2*ks) (-ks) (=ks) (0) (0) (0);

- (2*kp-ks) (0) (ks*d) (0) (0);
(0) (2*kp-ks) (-ks*d) (0) (O
ks*d) (-ks*d) (2*ks*d"2) (
0) (0) (0) (2*kp*a”2) (0);
0) (0) (0) (0) (2*kp*a”2);1;
referente aos vagdes$

)7
0) (0);

Estados = [zeros(6) eye(6);
-inv (M) *K -inv (M) *B;];



=(ro*A*L/420)*[4*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0 0 0 0 0 0 O;
13*L 312 0 54 -13*L 0 0 0 O 0 O O;
-3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0 0 0 0 O;

0 54 13*L 312 0 54 -13*L 0 0 0 O O;

0 -13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 0 0 O;
000 54 13*L 312 0 54 -13*L 0 0 O;

000 -13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L 0 0 O;
00O0O0O0 54 13*L 312 0 54 -13*L 0;

000O0O0 -13*L -3*L*L 0 8*L*L 13*L -3*L*L O;
00O0O0O0O0O 054 13*L 312 0 -13*L;
0000O0O0O0 -13*L -3*L*L 0 8*L*L -3*L*L;
0000O0O0O0O0OO0O -13*L -3*L*L 4*L*L];

$Matriz M referente a ponte%

k=(E*I/(L*L*L))*[4*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 0 0 0 O O O;

-6*L 24 0 -12 6*L 0 0 0 0 0 O Oy

2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 0 O 0 O;

0 -12 -6*L 24 0 -12 6*L 0 O 0 O O;
6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 0 0 O;
0 0 -12 -6*L 24 0 -12 6*L 0 0 O;
6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L 0 0 O;
0 0 -12 -6*L 24 0 -12 6*L O;
0 6*L 2*L*L 0 8*L*L -6*L 2*L*L O;
0 0 -12 -6*L 24 0 6*L;
0 0 0 6*L 2*L*L 0 8*L*L 2*L*L;
00000 6*L 2*L*L 4*L*L];

Q

pontes

OO OO O oo
O O O O O O
O O OO

(@}

0
$Matriz K referente

VD OO OO OO

invm= inv (m) ;
invM=inv (M) ;

b=0.1*k+0.1*m;

ap=[zeros (12) eye(l2);
—-invm*k —-invm*b;];

Estados = [zeros(6) eye(6);
-inv (M) *K -inv (M) *B; ];

E2 = [Estados zeros(12,24);
zeros (24,12) ap]l;

tspan=[0 tf];

y0=[0 00O 0O 0O OOOO0OO0O0O0OO0OO0OOOO0OOOOOOOOOOOOOOOOOO

01;

[t,y]=0de23s ('equacao_vagaounicoponte', tspan,y0);

n=length(t);

zl=y(l:n,1);

z2=y(l:n,2);

z3=y(l:n,3

tetal=y(

tetal=y(

teta3=y(

vli=y(l:n,
n,
n,

)
1:n,4);
1:n,5);
l:n,6);
7);
v2=y(l:n,8);
v3=y(l:n,9);

’
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figure (1)

plot (t, zl)

title ('Deslocamento do centro de massa do vagdo')
grid on

xlabel ('Tempo (s)')

ylabel ('Deslocamento (m) ')

figure (2)

plot (t,u7*1000)

title('Deslocamento do ndé central da ponte')
grid on

xlabel ('Tempo (s) ')

ylabel ('deslocamento (mm) ')

toc

function yp=equacao_ vagaounicoponte (t,y)

global d dd xe g mtt mtd mv v L a E2 F2 F3 F4 F5 F6 F7 F8 F9 F10 F11 F12
Fl4

global u ul u2 u3 u4 ub u6 u7 Fr kp bp invm invM

global N1 N2 N3 N4

global tddl tdd2 tdd3 tdd4 tdd5 tddé6 tdd7

global tdtl tdt2 tdt3 tdt4 tdt5 tdt6 tdt7

global ttdl ttd2 ttd3 ttd4 ttd5 ttd6 ttd7

global tttl ttt2 ttt3 tttd tttd ttté6 ttt7

t



F2=0
F3=0
F4=0
F5=0
Fe=0
F7=0
F8=0
F9=0

F10=
Fll=
Fl2=
Fl4=

N1=0
N2=0
N3=0
N4=0
N5=0
N6=0
N7=0
N8=0
u=0;
ul=0
uz2=0
u3=0
ud=0
u5=0
u6=0
u7=0
Fr=0

ypl=
yp2=
yp3=
ypé=
yppl
ypp2
ypp3
ypp4

if |

else
end

if

;
;
;
;
;
;
;
;
0;
0;
0;
0;
;
;
;
;
;
;
;

’

’
’
’
’
’
’
’

’

0;
0;
0;
0;
:O;
=0;
=O;
=0;

t>tddl) && (t<tdd2)

dd= (t-tddl) *v;

%calculo de u

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;

N2=dd - 2 * L * (dd/L) * (dd/L)+ L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L):
N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;

N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;

u=N2*y (13) +N3*y (14) +N4*y (15) ;

ypl=u;

ul=N2*y (25) +N3*y (26) +N4*y (27) ;

yppl=ul;

Fr=kp* ((y(3))+a* (y(6))-ypl)+bp* ((y(9))+a*(y(12))-yppl);
F2= F2 + ((dd/L) *Fr);

t>tdd2) && (t<tdd3l)

dd= (t-tdd2) *v;

%calculo de u

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;

N2=dd - 2 * L. * (dd/L) * (dd/L)+ L* (dd4/L) * (dd/L) * (dd/L);
N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
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N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (14)+N2*y (15) +N3*y (16) +N4*y (17) ;

ypl=u;

ul=N1*y (26) +N2*y (27) +N3*y (28) +N4*y (29) ;

yppl=ul;

Fr=kp*((y(3))+a*( ( )) —ypl) +bp* ((y(9))+a* (y(12))-yppl);
F2=F2+ (((L-dd) /L) *Fr) ;

F4=F4+ ((dd/L) *Fr) ;
else
end

if (t>tdd3) && (t<tdd4)
dd= (t-tdd3) *v;
%calculo de u
N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd - 2 * L * (dd/L) * (dd/L)+ L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L);
N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (16) +N2*y (17) +N3*y (18) +N4*y (19) ;

ypl=u;

Ul=N1*y (28)+N2*y (29) +N3*y (30) +N4*y (31) ;

yppl=ul;

Fr=kp* ((y(3))+a* (y ( )) —ypl)tbp* ((y(9))+a*(y(12))-yppl);
F4=F4+ ( ((L-dd) /L) *Fr) ;

F6=F6+ ((dd/L) *Fr) ;
else
end

if (t>tdd4) && (t<tddb)
dd=(t-tdd4) *v;
%calculo de u
N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd - 2 * L. * (dd/L) * (dd/L)+ L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L);
N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (18) +N2*y (19) +N3*y (20) +N4*y (21) ;

ypl=u;

ul=N1*y (30)+N2*y (31)+N3*y (32)+N4*y(33);

yppl=ul;

Fr=kp* ((y (3))+a* (y ( )) —ypl) +bp* ((y (9)) +a* (y(12))-yppl);
F6=F6+ (((L-dd) /L) *Fr) ;

F8=F8+ ((dd/L) *Fr) ;
else
end

if (t>tdd5) && (t<tdde6)
dd= (t-tdd5) *v;
%calculo de u
N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd - 2 * L. * (dd/L) * (dd/L)+ L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L);
N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (20)+N2*y (21) +N3*y (22) +N4*y (23) ;

ypl=u;

ul=N1*y (32)+N2*y (33) +N3*y (34) +N4*y (35) ;

ypplzul

Fr=kp* ((y (3))+a* (y(6))-ypl) +bp* ((y (9))+a* (v (12))-yppl)
F8=F8+ ( ( (L-dd )/L)*Fr),

F10=F10+ ((dd/L) *Fr) ;

else
end



if (t>tddo) && (t<tdd?7)

dd= (t-tddo6) *v;

$calculo de u

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd - 2 * L * (dd/L) * (dd/L)+ L* (dd/L) *
N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u=N1*y (22)+N2*y (23) +N4*vy (24) ;

ypl=u;

ul=N1*y (34)+N2*y (35)+N4*y (36) ;

yppl=ul;

(dd/L)
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* (dd/L);

Fr=kp* ((y(3))+a* (y(6))-ypl)+bp* ((y(9))+a*(y(12))-yppl);

F10=F10+((L-dd) /L) *Fr;

(
dd=(t-tdtl) *v;
$calculo de u
N1=1-3* (dd/L) * (dd/L) +2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd - 2 * L * (dd/L) * (dd/L)+ L* (dd/L) *
N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u2=N2*y (13) +N3*y (14) +N4*y (15) ;
yp2=u2;
u3=N2*y (25) +N3*y (26) +N4*y (27) ;
ypp2=u3;

(dd/L)

* (dd/L);

Fr=kp* ((y(3))-a* (y(6))-yp2)+bp* ((y(9))-a*(y(12))-ypp2) ;

F2= F2 +
else
end

((dd/L) *Fr) ;

if (t>tdt2) && (t<tdt3)

dd=(t-tdt2) *v;

%calculo de u

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd - 2 * L. * (dd/L) * (dd/L)+ L* (dd/L) *
N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u2=N1*y (14) +N2*y (15) +N3*y (16) +N4*y (17) ;
yp2=uz;

u3=N1*y (26)+N2*y (27) +N3*y (28) +N4*y (29) ;
ypp2=u3;

(dd/L)

* (dd/L);

Fr=kp* ((y(3))-a* (y(6))-yp2) +bp* ((y (9))-a* (y(12)) -ypp2) ;

F2=F2+ (
F4=F4+ (
else
end

(L-dd) /L) *Fr)

(
(dd/L) *Fr) ;

if (t>tdt3) && (t<tdtd)

dd=(t-tdt3) *v;

%calculo de u
N1=1-3*(dd/L)* (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd - 2 * L. * (dd/L) * (dd/L)+ L* (dd/L) *
N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u2=N1*y (16)+N2*y (17)+N3*y (18)+N4*y (19);
yp2=u2;

u3=N1*y (28) +N2*y (29) +N3*y (30) +N4*y (31) ;
ypp2=u3;

(dd/L)

* (dd/L);
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Fr=kp* ((y(3))-a*(y(6))-yp2)+bp* ((y(9))-a* (y(12))-ypp2) ;
F4=F4+ ( ((L-dd) /L) *Fr) ;
F6=F6+ ((dd/L) *Fr) ;

else

end

if (t>tdt4d) && (t<tdtbd)
dd= (t-tdt4) *v;
%calculo de u
N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd - 2 * L * (dd/L) * (dd/L)+ L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L);
N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u2=N1*y (18)+N2*y (19) +N3*y (20) +N4*y (21) ;

yp2=u2;
u3=N1*y (30)+N2*y (31) +N3*y (32) +N4*y (33) ;
ypp2=u3;
Fr=kp* ((y(3))-a*(y ( )) —yp2) +bp* ((y(9)) -a* (y(12)) -ypp2) ;
F6=F6+ (((L-dd) /L) *Fr) ;
F8=F8+ ( (dd/L) *Fr) ;
else

end

if (t>tdth) && (t<tdto)
dd= (t-tdtb) *v;
%calculo de u
N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd - 2 * L * (dd/L) * (dd/L)+ L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L);
N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u2=N1*y (20) +N2*y (21) +N3*y (22) +N4*y (23) ;

yp2=u2;
u3=N1*y (32)+N2*y (33)+N3*y (34)+N4*y (35);
ypp2=u3;
Fr=kp* ((y(3))- 6))-yp2) +bp* ((y(9))-a*(y(12))-ypp2);
F8=F8+ ( ( (L-dd /L *Fr),
FlO:F10+((dd/L ) *Fr) ;
else

end
if (t>tdt6) && (t<tdt7?)
dd= (t-tdt6) *v;
%calculo de u
N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd - 2 * L * (dd/L) * (dd/L)+ L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L);
N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u2=N1*y (22)+N2*y (23) +N4*y (24) ;
yp2=u2;
u3=N1*y (34)+N2*y (35)+N4*y (36) ;
ypp2=u3;
Fr=kp* ((y(3))-a* (y(6))-yp2) +bp* ((y (9)) —a* (y (12)) -ypp2) ;
F10=F10+ ((L-dd) /L) *Fr;

if (t>ttdl) && (t<ttd2)
dd=(t-ttdl) *v;
%calculo de u
N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
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N2=dd - 2 * L * (dd/L) * (dd/L)+ L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L);
N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
ud=N2*y (13)+N3*y (14) +N4*y (15) ;
yp3=ud;
ub=N2*y (25) +N3*y (26) +N4*y (27) ;
ypp3=ub;
Fr=kp* ((y(2))+a* (y(5))-ud)+bp* ((y(8))+a* (y(11))-ud);
F2= F2 + ((dd/L)*Fr);
else
end

if (t>ttd2) && (t<ttd3)
dd=(t-ttd2) *v;
%calculo de u
N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd - 2 * L * (dd/L) * (dd/L)+ L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L);
N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
U4=N1*y (14)+N2*y (15) +N3*y (16) +N4*y (17);

yp3=u4;
ub=N1*y (26) +N2*y (27) +N3*y (28) +N4*y (29) ;
ypp3=u5;
Fr=kp* ((y(2))+a* (y(5))-ud) +bp* ((y (8) ) +a* (y (11))-u5);
F2=F2+ ( ( (L-dd) /L r);
F4=F4+ ((dd/L) *Fr) ;
else

end

if (t>ttd3) && (t<ttd4d)
dd=(t-ttd3) *v;
%calculo de u
N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd - 2 * L * (dd/L) * (dd/L)+ L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L);
N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
ud=N1*y (16)+N2*y (17)+N3*y (18)+N4*y (19);

yp3=u4;
uS5=N1*y (28) +N2*y (29) +N3*y (30) +N4*y (31) ;
yppl=u5;
Fr=kp* ((y(2))+a* (y(5))-ud) +bp* ((y(8))+a* (y(11))-ub);
F4=F4+ ( ( (L-dd) /L r);
F6=F6+ ((dd/L) *Fr) ;
else

end

if (t>ttd4d) && (t<ttdb)
dd=(t-ttd4) *v;
$calculo de u
N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd - 2 * L. * (dd/L) * (dd/L)+ L* (dd4d/L) * (dd/L) * (dd/L);
N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
ud=N1*y (18) +N2*y (19)+N3*y (20)+N4*y (21) ;

yp3=u4;

ub5=N1*y (30)+N2*y (31) +N3*y (32)+N4*y (33);

ypp3=u5;

Fr=kp* ((y(2))+a*(y(5))-ud)+bp* ((y(8))+a* (y(11l))-ud);
F6=F6+ (((L-dd) /L) *Fr) ;

F8=F8+ ((dd/L) *Fr) ;
else
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end

if (t>ttdb5) && (t<ttd6)
dd=(t-ttdb) *v;
%calculo de u
N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd - 2 * L * (dd/L) * (dd/L)+ L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L);
N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
ud=N1*y (20)+N2*y (21) +N3*y (22) +N4*y (23) ;

yp3=ud;
ub=N1*y (32)+N2*y (33)+N3*y (34) +N4*y (35) ;
ypp3=u5;
Fr=kp* ((y(2))+a*(y(5))-ud)+bp* ((y(8))+a* (y(11))-ud);
F8=F8+ (((L-dd) /L) *Fr) ;
F10=F10+ ( (dd/L) *Fr) ;
else

end
if (t>ttd6) && (t<ttd7)
dd=(t-ttdo6) *v;
$calculo de u
N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd - 2 * L * (dd/L) * (dd/L)+ L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L);
N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
ud=N1*y (22) +N2*y (23) +N4d*y (24) ;
yp3=u4;
ub=N1*y (34)+N2*y (35) +N4*y (36) ;
ypp3=ub5;
Fr=kp* ((y(2))+a* (y(5))-ud)+bp* ((y(8))+a*(y(11l))-ud);
F10=F10+ ((L-dd) /L) *Fr;

990000000

if (t>tttl) && (t<ttt2)
dd=(t-tttl) *v;
%calculo de u
N1=1-3* (dd/L) * (dd/L) +2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd - 2 * L * (dd/L) * (dd/L)+ L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L);
N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u6=N2*y (13) +N3*y (14) +N4*y (15) ;
yp4=u6;
u7=N2*y (25) +N3*y (26) +N4*y (27) ;
ypp4=u7;
Fr=kp* ((y(2))-a*(y(5))-u6)+bp* ((y(8))-a*(y(11))-u7);
F2= F2 + ((dd/L) *Fr);
else
end

if (t>ttt2) && (t<ttt3)
dd=(t-ttt2) *v;
$calculo de u
N1=1-3*(dd/L)* (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd - 2 * L * (dd/L) * (dd/L)+ L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L);
N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
U6=N1*y (14) +N2*y (15)+N3*y (16)+N4*y (17) ;
yp4=u6;
u7=N1*y (26)+N2*y (27) +N3*y (28) +N4*y (29) ;



yppé=u7;
Fr=kp* ((y(2)) - a*(y(5))—u6)+bp*((y(8))-a*(y(ll))-u7);
F2=F2+ (((L-dd) /L) *Fr) ;
F4=F4+ ((dd/L) *Fr) ;
else
end

if (t>ttt3) && (t<tttd)

dd=(t-ttt3) *v;

%calculo de u

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd - 2 * L * (dd/L) * (dd/L)+ L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L);
N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u6=N1*y (16)+N2*y (17)+N3*y (18)+N4*y (19);

yp4=u6;
u7=N1*y (28)+N2*y (29) +N3*y (30) +N4*y (31) ;
yppé4=u7;
Fr=kp* ((y(2))-a*(y ( ))-ub)+bp* ((y(8))-a*(y(11))-u7);
F4=F4+ (((L-dd) /L) *Fr) ;
F6=F6+ ((dd/L) *Fr) ;
else

end

if (t>tttd) && (t<ttth)

dd=(t-tttd) *v;

%calculo de u

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd - 2 * L * (dd/L) * (dd/L)+ L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L);
N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
U6=N1*y (18) +N2*y (19) +N3*y (20) +N4*y (21) ;

yp4=u6;
u7=N1*y (30) +N2*y (31) +N3*y (32) +N4*y (33) ;
ypp4=u7;
Fr=kp* ((y(2))-a*(y(5))-u6)+bp* ((y(8))-a*(y(11l))-u7);
F6=F6+ ( ( (L-dd) /L r);
F8=F8+ ((dd/L) *Fr) ;
else

end

if (t>tttb) && (t<ttto)

dd=(t-tttb) *v;

%calculo de u

N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N2=dd - 2 * L. * (dd/L) * (dd/L)+ L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L);
N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;
u6=N1*y (20)+N2*y (21) +N3*y (22) +N4*y (23) ;

yp4=u6;
u7=N1*y (32)+N2*y (33) +N3*y (34) +N4*y (35) ;
ypp4=u7
Fr=kp* ((y(2))- 5)) -u6) +bp* ((y(8))-a* (y(11))-u7);
F8=F8+ ( ( (L-dd /L *Fr),
F10= F10+((dd/L ) *Fr);
else
end

if (t>ttte) && (t<ttt?7)
dd=(t-ttt6) *v;
$calculo de u
N1=1-3* (dd/L) * (dd/L)+2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;



N2=dd - 2 * L * (dd/L) * (dd/L)+ L* (dd/L) * (dd/L)
N3=3* (dd/L) * (dd/L) -2* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;

N4=-L* (dd/L) * (dd/L) +L* (dd/L) * (dd/L) * (dd/L) ;

u6=N1*y (22)+N2*y (23) +N4*vy (24) ;

yp4=ub;

u7=N1*y (34)+N2*y (35) +N4*y (36) ;

ypp4=u7;

Fr=kp* ((y(2))-a*(
F10=F10+ ((L-dd) /L

0000000000000000000000000000000000000000000000

Ftd=[-mv*gt+Fac;
-mtd*g+kp*yp3+kp*ypd+bp*ypp3+bp*ypp4;
-mtt*g+kp*ypl+kp*yp2+bp*yppl+bp*ypp2;
(Fac* (d+xe) ) ;
—kp*yp3*a-bp*ypp3*atkp*ypd*at+tbp*yppd*a;
—-kp*ypl*a-bp*yppl*atkp*yp2*at+bp*ypp2*a;];

Fc=invM*Ftd;
x1=[0;0;0;0;0;0;Fc;1;

Fp=invm*F;
%x2=[0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;Fp;1;

Ft=[x1;x2;];

yp= E2*y+Ft;



